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RESUMO

O objetivo da presente pesquisa foi responder a
pergunta: como o conceito de derivada foi abordado
pelos autores Thales Carvalho; Euclides Roxo,
Roberto Peixoto, Haroldo Cunha e Cesar Dacorso
Neto; Algacyr Maeder; Manoel Bezerra e Ary
Quintella nos livros de matematica escritos
especialmente para o ensino colegial, no periodo de
1940 a 1970, no Brasil? David Tall formulou a teoria
dos trés mundos da matematica. Tomamos como
referéncia a teoria deste autor. Escolhemos trés
categorias para andlise dos dados: 1) abordagem
formal simbdlica; 2) abordagem formal, mesclada
com corporeo-simbdlica e 3) abordagem corpéreo
simbdlico. Quase todos 0s autores seguiram uma
abordagem formalizada, sendo que a Unica
apresentacdo diferente foi aquela do autor Carvalho,
que enquadra-se numa abordagem formal mesclada
com corporeo-simbdlica.

Palavras-chave: Célculo Diferencial; Histéria
dos livros didaticos; Ensino

MOTIVACAO E CONTEXTO

ABSTRACT

The objective of this research was to answer the
question: how the concept of derivative was
approached by the authors Thales Carvalho; Euclides
Roxo, Roberto Peixoto, Haroldo Cunha and Cesar
Dacorso Neto; Algacyr Maeder; Manoel Bezerra and
Ary Quintella in mathematics books written
especially for high school education, from 1940 to
1970, in Brazil? David Tall formulated the theory of
the three worlds of mathematics. We take as reference
the theory of this author. We chose three categories
for data analysis: 1) symbolic formal approach; 2)
formal approach, mixed with corporeal-symbolic and
3) symbolic corporeal approach. The results of the
research showed that the textbooks almost all authors
followed a formalized approach, and the only
different presentation was that of the author Carvalho,
who fits into a formal approach mixed with corporeal-
symbolic.

Keywords: Differential Calculus; History of
textbooks; Teaching

Nossos ancestrais, que foram némades e viviam da caca e da coleta, precisavam se
movimentar. O movimento como fun¢éo vital habitou o0 mundo desde sempre. Galileu Galilei
(1564-1642), contrariando seus contemporaneos, afirmava que a Terra se movimentava e,
ainda, que girava; Isaac Newton (1643-1727) estudava a queda dos corpos, a velocidade e a
aceleracdo; René Descartes (1596-1650) entendia o corpo humano como composto de matéria

fisica, a qual se movimentava de acordo com as leis da fisica e da mecénica. Centenas de
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estudiosos queriam entender o movimento e, se possivel, achar uma linguagem matematica para
descrevé-lo. Muitos esforgos foram feitos para compreender a variabilidade dos fenémenos de
corpos que se deslocam no céu e na terra e, desvendar, assim, 0s mistérios que desafiavam a
mente humana. Matematicos do seculo XVII, notadamente Newton e Leibniz (1646-1716),
alcancaram éxito e trouxeram para as geracOes futuras as sementes germinadas daquilo que
conhecemos atualmente como Célculo Diferencial e Integral. Newton usou para a fungéo
derivada o termo fluxao, mas foi Leibniz que empregou o termo “derivada”. Santo Agostinho
(354-430) a usou no sentido de originar-se — “Muito embora 0 homem também seja imagem e
também semelhanca em sentido derivado, por isso, encontra-se mais préximo de Deus, em
comparagdo as criaturas...” (VAHL, 2016, p. 115). Um dos significados da palavra derivada ¢
“originada”; entdo, pode-se dizer que a funcdo derivada origina-se de uma outra funcéo.

Essa ideia genial de trazer para a matematica 0 movimento e expressa-lo por meio de
expressOes algébricas, tornou possivel interpretar matematicamente fenémenos fisicos como a
velocidade de um missil, o crescimento de um tumor, a intensidade do tremor de um terremoto,
e inclusive, o fino vibrar de uma corda de violino. Segundo Anton Et Al (2014, p. 131): “O
coroamento das realizagdes do Calculo Diferencial ¢ sua habilidade em capturar
matematicamente 0 movimento continuo, permitindo que seja analisado instante a instante”.

Assim, algo t&o vivo e dindmico como o conceito de derivada ndo pode ser apresentado
de maneira fria e seca aos estudantes. E preciso, mesmo que rapidamente, descrever as suas
origens e explicar o seu potencial aplicativo. Tratar a derivada, no ensino, como um conceito
Vivo e atraente para os iniciantes, mesmo que, sé depois de um longo estudo, ele consiga a
perceber a potencialidade e beleza dessa ferramenta matematica, deve ser a meta de todo
educador compromissado com a aprendizagem de seus estudantes.

Atualmente, no Brasil, o Calculo Diferencial e Integral (CDI) é uma das disciplinas do
ensino superior, obrigatdria para variados cursos como matematica, engenharia, economia, etc.
Houve, no século XI1X, tentativas de introduzi-la, no curriculo do ensino secundério brasileiro
(LIMA, SILVA, VALENTE; 2022) tentativa essa que, de modo especial no inicio do século
XX, foi feita em diferentes paises (ZUCCHERI; ZUDINI, 2014). No Brasil, o ensino do CDI
comegcou a ser ofertado nos cursos complementares do ensino secundario para aqueles alunos
que seguiriam estudos de engenharia ou medicina. Entretanto, com a Reforma Campos, em
1931, ele passou a integrar o curso secundario. O secundario foi dividido em dois cursos
seriados: fundamental e complementar, com 5 e 2 anos de duragao, respectivamente (BRASIL,
1931). O curso complementar obrigatorio para os candidatos a certos institutos de ensino
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superior, incluia para os candidatos aos cursos de engenharia ou arquitetura, o célculo de
derivadas.

Na década seguinte, a Lei Organica do Ensino Secundéario (Reforma Capanema), de
abril de 1942, dividiu o ensino secundario em dois ciclos: ginasial com 4 anos e colegial
(classico e cientifico) com a duracéo de 3 anos. Para 0 32 ano do ciclo colegial, na disciplina de
matematica, na parte de &lgebra estava previsto, o tdpico fungdes, com as seguintes
especificacbes: nocao de funcéo e de variavel real, representacdo cartesiana, nocao de limite e
continuidade; derivadas definicdo, interpretacdo geométrica e cinematica, célculo das
derivadas, derivacdo das funcGes elementares, aplicacdo a determinacdo dos maximos e
minimos e ao estudo da variacdo de algumas funcGes simples (BRASIL, 1943, p. 4).

A partir da década de 1940, professores de matematica iniciaram a producéo de livros
didaticos de matematica destinados especialmente ao ciclo colegial, também chamado de
ensino secundario e, atualmente, ensino médio. Nos prefacios, ha indicacdes de que os livros
seguiam os programas oficiais. Esses livros que incluiam o CDI foram editados até a década de
1970, em variadas edicdes, o que pode comprovar a ampla apropriacao e circulacdo dessas
obras no ensino secundarista.

Por poucas décadas, o ensino dos fundamentos do Célculo Diferencial foi ensinado em
escolas secundérias do Brasil. Embora nas duas décadas anteriores, o CDI tenha aparecido em
livros destinados (LONGEN, 2007), ao curso complementar e em livros de algebra (OLIVEIRA
NETO, 2013), essas obras ndo serdo analisadas aqui, pois estdo fora do periodo objeto de
estudo. Entretanto, desde a promulgacdo da Lei de Diretrizes e Bases de 1961, que incumbiu
ao Conselho Federal de Educacédo (CFE) a elaboracdo de novos programas para a disciplina de
matematica, 0 CDI comecou o declinio do conteddo dos programas do ensino dos cursos
secundarios, pois o CFE, por ndo ter cumprido essa tarefa que lhe foi confiada, qual seja,
elaborar os programas de matematica, cedeu espago nos programas para 0s novos contetdos da
Matematica Moderna, 0s quais comecaram a ser incluidos nos livros didaticos (SILVA;
SCHUBRING, 2016). A auséncia de programas especificos para o ensino secundario, como
prescricao oficial do CFE, permitiu que outros conteudos tomassem o lugar do CDI, que foi
gradativamente abandonado. Embora a maioria das escolas tenha deixado de lado o CDlI,
algumas escolas modelo (anexas as universidades), escolas militares, escolas técnicas (Cefets)
e algumas escolas particulares, mantiveram ainda o CDI por muitos anos em seus programas
(SILVA; SCHUBRING, 2016).

Embora o CDI néo seja mais objeto de ensino, na educacdo do Brasil, nos tltimos anos
vém ocorrendo discussdes sobre a conveniéncia de esse contetdo voltar a fazer parte da base
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curricular da matemaética no ensino médio do Pais. Isto se deve as posi¢cdes manifestadas por
parte de alguns matematicos, como Avila (1991) e as investigacdes de pesquisadores da
Educacdo Matematica que defendem essa proposta, 0 que por si sO bastaria para justificar a
presente pesquisa que busca entender como o conceito de derivada foi abordado nos livros
didaticos.

Os resultados parciais da investigagdo integram o projeto? coletivo intitulado “O Calculo
Diferencial e Integral: uma analise das tentativas de sua escolarizagdo”. Nesse sentido,
organizamos o presente texto a fim de responder a seguinte pergunta: como o conceito de
derivada foi abordado pelos autores: Thales de Faria Mello Carvalho; Euclides Roxo, Roberto
Peixoto, Haroldo Cunha e Cesar Dacorso Neto; Algacyr Munhoz Maeder; Manoel Jairo
Bezerra; Ary Quintella) nos livros de matematica escritos especialmente para o ensino colegial
no periodo de 1940-1970, no Brasil?

CAMINHOS DA PESQUISA

Consideramos, assim como Choppin (2012), que os livros didaticos sdo fontes
privilegiadas para entendermos a cultura escolar. A cultura escolar, ndo obstante ser uma
construcdo complexa, pode ser entendida, como propde Benito (2017, p. 119), como um
“conjunto de préticas e discursos que regularam ou regulam a vida das instituicdes de educacao
formal e a profissdo docente”. Em nossa pesquisa, os livros didaticos, que fazem parte dessa
cultura escolar, foram considerados instrumentos pedagdgicos uma vez que propdem
especificidades de métodos e técnicas de ensino em relagdo aos contetidos que séo objetos desta
investigagdo. Comecamos identificando um referencial bésico para analisarmos os livros
didaticos e, para tal, escolhemos dois autores: Felix Klein e David Tall. A razdo dessa escolha
sera explicitada a seguir.

Ao escrever o livro Matematica Elementar sob um ponto de vista superior, em 1908,
Felix Klein propunha uma nova abordagem para o ensino, procurando aproximar a matematica
dita elementar, ensinada no secundario, daquela matematica do ensino superior (SILVA; RIOS,
2019). Propunha, ali, tomar o conceito de fungcdo como uma nogdo aglutinadora da matematica,
em suas palavras: “discutir a no¢do de funcgdo, ja que nosso movimento de reforma escolar
defende dar ao importante conceito um lugar de destaque na instru¢ao”. Dizia, também, que a
fungdo “[...] ndo deveria ser introduzida por meio de definicdes abstratas, mas deveria ser

introduzida como uma propriedade viva, por meio de exemplos elementares” (KLEIN, 1945,

2 Pesquisa financiada pelo CNPgq.

4
ACERVO - Boletim do Centro de Documentacdo do GHEMAT-SP, S&o Paulo, v. 5, p. 1-19, 2023, ISSN: 2675-2646




p. 200, 205). Especificamente sobre o CDI, assim ele se manifestava: “NOs desejamos que 0s
conceitos que sdo expressos pelos simbolos y=f(x), %, [ ydx, tornem-se familiares para os

alunos, sob essas designaces; néo, de fato, como uma nova disciplina abstrata, mas como uma
parte organica de toda instrucdo e que ela avance lentamente, comecando com exemplos
simples” (KLEIN, 1945, p. 223, grifos nossos).

As ideias e preconizagOes de Felix Klein que foram difundidas, no Brasil, por Euclides
Roxo, idealizador dos programas de matematica para o ensino colegial (secundario) na Reforma
de Capanema, refletem o ideal desejado para o CDI nesta modalidade de ensino, conforme
pretendia Klein (SILVA, 2023).

Educadores da matematica, em suas investigacdes, a partir do final do século XXI, tém
contribuido para ampliar tais ideias e compreender como introduzir, no ensino, conceitos que
pertencem ao pensamento matematico avancado. Os conceitos matematicos avangados sdo “[...]
aqueles que se focam essencialmente nas abstracdes de defini¢des e dedugoes e que tém por
base os processos de representagao e abstragdo” (DOMINGOS, 2003, p. 9, p. 53). Um exemplo
de um conceito matematico avancado é aquele da derivada. Baseado em Vinner (2001),
Domingos afirma que quando os alunos ingressam no estudo de conceitos mais avangados, €
importante que a definicdo seja “introduzida como o ultimo critério das varias tarefas
matematicas”.

A teoria de Tall, que traz a ideia dos trés mundos, serviu como inspiracéo e base para
escolhermos as categorias de abordagens apresentadas nas colecGes escolhidas. A teoria do
pesquisador David Tall (2013) contribui com a teoria de aprendizagem matematica, ao propor
gue o pensamento matematico pode ser visto sob trés aspectos: 1) mundo corpéreo (embodied),
que é aquele relacionado as caracteristicas fisicas dos objetos matematicos, € um mundo de
significado sensorial, 2) mundo simbdlico, que é aquele relacionado as caracteristicas dos
objetos nas palavras tradicionais e familiares onde os calculos podem ser feitos (ambos
aritméticos e algébricos), e 3) mundo axiomatico formal, que é aquele relacionado ao
formalismo matematico dos conceitos.

Da matematica pratica, formada por nimeros, formas e espaco — 0 pensamento progride
para uma matematica tedrica — da algebra e geometria euclidiana. “Enquanto a geometria se
constroi através do aumento da sofisticacdo estrutural, o simbolismo se desenvolve através da
compressao operacional das operacGes incorporadas ao simbolismo manipulavel que entdo tem

propriedades estruturais que desenvolvem suas proprias formas de definicao e prova” (TALL,
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2013, p. 402-403). Finalmente, o terceiro mundo da matematica formal axiomatica constroi um
nivel formal baseado na definicdo teoria dos conjuntos e nas demonstracfes formais.

Nos estagios posteriores da escolaridade (ensino secundario) ou no primeiro ano de
faculdade (ensino superior), os estudantes de matematica sao apresentados as ideias do céalculo.
A abordagem tradicional é uma mistura de geometria, aritmética e algebra, por exemplo, para

encontrar a inclinacdo de uma funcdo y= f(x), de x para x+h tal que para a nova funcdo

w precisa-se calcular o limite quando h fica pequeno. Tall explica o qudo problemaético

foi para Newton e Leibniz essa quantidade tornar-se arbitrariamente pequena.

Para Tall (2002), uma abordagem corporea do céalculo se concentra em ideias
perceptivas fundamentais antes que seja introduzido qualquer tipo de simbolismo. No ensino,
ndo comegamos com as ideias formais de limites, mas com ideias corporeas de representacfes
graficas de fungdes. Ele exemplifica: “[...] a inclina¢do de um grafico tempo-distancia é uma
velocidade, e a inclinagdo de um grafico tempo-velocidade ¢ uma aceleragcdo, entdo nos
concentramos nos sentidos incorporados de distancia, velocidade e aceleragdo, em vez da
matematica subjacente mais simples que cada uma € obtida da anterior como a inclinacgéo de
seu grafico” (TALL, 2002, p. 12).

A tematica do CDI foi incorporada a disciplina Matematica para o colegial e varias
coleges, constituidas por 3 livros (um para cada ano escolar), foram escritas para esse ciclo de
ensino. Também surgiu um modelo de livro Unico para todos os anos do colegial, no Brasil.
Como critério analitico, selecionamos os livros que contam com maior nimero de edi¢fes para
analisar a abordagem do conceito de derivada feita por seus autores.

O Quadro 1 mostra os autores selecionados, o titulo das obras e as respectivas edigdes.

Quadro 1: Relacéo de autores, livros e edi¢des

Autor/ Autores Titulo Edicoes

Thales de Faria Mello Carvalho Matematica para 0s cursos | 1% 1943, 22 em 1948;
classico e cientifico — 3° ano 6 em 1956; livro
Gnico em 1969

Euclides Roxo, Roberto Peixoto, | Matematica 2° Ciclo — 32 série | 12 em 194?7%; 22 em
Haroldo Cunha e Cesar Dacorso 1946; 3% em 1951, 42
Neto em 1955; 52 em 1956

3 O ponto de interrogacdo, no Quadro 1, significa o desconhecimento do ano preciso da edi¢do, uma vez

gue alguns livros ndo incluiram o ano em que foram editados.
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Algacyr Munhoz Maeder Curso de Matemética — 3° livro | 1* em 1944; 2% em

— ciclo colegial 1949; 3% em 1953; 52
em 1955; 72 em 1959
Manoel Jairo Bezerra Curso de Matemética para os | 1* em 1953; livro

primeiro, segundo e terceiro | Unico 24% em 1969,
anos dos cursos classico e | 28% em 1971; 322 em

cientifico — livro Unico 1975
Ary Quintella Matematica — terceiro ano |1 em 195? 92 em
colegial 1960; 16% em 1968

Fonte: dados trabalhados pela autora

A partir do arrolamento dos livros apresentados no Quadro 1, realizamos uma revisao
das pesquisas concluidas sobre esses livros didaticos. Nessa investigacdo, elencamos como
principais estudos, tendo em vista a convergéncia com a tematica aqui explorada, os seguintes
trabalhos académicos: Adilson Longen — Livros didaticos de Algacyr Munhoz Maeder sob um
olhar da educacdo matemaética. Denise Franco Capello Ribeiro — Um estudo da contribuicao
de livros didaticos de Matematica no processo de disciplinarizagdo da matematica escolar do
colégio -1943 a 1961. Maryneusa Cordeiro Otone — Histdria da constituicdo da matematica do
colégio no cotidiano escolar. Carlos Augusto Santos Carvalho — Aspectos relevantes para uma
historia da evolugdo do curriculo de Matematica na segunda metade do século XX- o caso do
Colégio de Aplicacdo da UFRJ. Francisco de Oliveira Filho — A Matematica do Colégio: livros
didaticos e histéria de uma disciplina escolar. Os pesquisadores acima referidos, abordaram
em suas investigacOes, parcialmente ou na totalidade, os mesmos livros didaticos por nds
selecionados. Forneceram indicacdes acerca do numero de edi¢fes dos livros e das datas em
que ocorreram, bem como referentes a utilizacdo desses livros, contetdos neles abordados e
metodologia adotada. A investigagdo de Longen sobre a obra de Maeder, bastante aprofundada,
serviu para a analise do conceito de derivada apresentada por esta autora. Entretanto, em
nenhum deles, o conceito de derivada foi investigado de maneira comparativa. Nesse sentido,
0 nosso trabalho complementa e amplia os estudos anteriores.

Em 1911, na revista L 'Enseignement Mathématique, Schilke (1911), escreveu um
artigo sobre os conceitos de derivada e diferencial. Nele, criticava a abordagem desses conceitos
no ensino secundario, mediante o argumento de que os professores adotavam, nesse nivel de
ensino, procedimentos de apresentacdo de tais conceitos similares aos adotados no ensino de

nivel superior. Ele indagava: “[...] podemos nos perguntar se essa forma de fazer as coisas esta
. .- . . . ~ ez . d
alinhada com o objetivo perseguido. Em primeiro lugar, a notacdo ja apresenta dificuldades d—i,

porgue na expressao nem dy, nem dx, nem a barra de fragdo tem qualquer significado, mas

7
ACERVO - Boletim do Centro de Documenta¢cdo do GHEMAT-SP, S&o Paulo, v. 5, p. 1-19, 2023, ISSN: 2675-2646




apenas o simbolo inteiro”. Sua proposta, a fim de facilitar o ensino nesse nivel da escolaridade,

seria;

Na minha colecéo de exercicios encontrar-se-30 desenvolvimentos mais precisos. Em

Ay dy

lugar de trés nogles diferentes i dy = f'(x)dx que os iniciantes tém muita

rdxl

dificuldade em distinguir um do outro, basta, para fins de ensino e de matematica
aplicada, introduzir apenas as pequenas quantidades dx e dy (SCHULKE, 1911, p.

224-227).

Contemporaneamente, ndo estamos muito distantes da proposta de Schilke, uma vez

.. . ~ ~ . Ay . .
que, para definir a derivada de uma funcdo, ndo se usa mais ——esim, apenas a o limite de uma

funcdo. Assim, nos livros de Calculo para o ensino superior, pode-se simplificar as notagdes

para ndo causar dificuldades excessivas aos estudantes. Por exemplo, no livro de Guidorizzi*

(2008), a definicdo de derivada é a seguinte:

Figura 1: Definicdo de derivada

Definicdo: Sejam f uma funcdo e p um ponto de seu dominio. O limite

)~ @)
m-————---—-

xX—p X—p
quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f’(p). Assim

) = i LS @)

x->p  X—DP

Se f admite derivada em p, entdo diremos que f é derivavel ou diferenciavel em p.

Fonte: Guidorizzi, p. 137

Metodologicamente, no presente estudo, o tratamento dos dados foi feito da seguinte

maneira: buscou-se, inicialmente, em cada colecdo, identificar os conteudos referentes a

derivacgéo de funcgdes e 0 espago que 0s autores destinaram a este assunto no livro do 3° ano —

uma vez que este era 0 ano previsto para o CDI, conforme o programa oficial — ou no livro

Unico. Na sequéncia, procedeu-se a transformacdo do contetido em unidades. A interpretacdo

desses dados foi orientada pelas categorias previamente definidas.

4 Escolhemos esse autor porque é um dos livros didaticos mais indicados para a disciplina de Célculo I nas

universidades publicas de Sdo Paulo, conforme pesquisa de Aléssio (2019).
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UMA IDEIA GERAL DOS LIVROS DIDATICOS ANALISADOS

“Quem nao ficou maravilhado ao aprender que a fungdo y= e*, como uma fénix

renascendo das cinzas, ¢ sua propria derivada?” (Frangois le Lionnais)

Considerando que derivada é o conceito central do Calculo, em cada uma das colecdes
analisadas, percebemos que seus autores seguiram o programa oficial, ndo ha diferenca
significativa nas unidades. Todos apresentaram as nocdes de derivada, interpretacdes e
aplicacdes. O Quadro 2 resume 0s contetdos que foram tratados nos respectivos livros, para o

3% ano colegial, revelando pequenas variag¢fes (alguns trouxeram interpretacdo geométrica para

a diferencial, exemplos de funcGes sem derivadas, derivada infinita).

Quadro 2: Comparativo das teméticas em cada colecéo

Bezerra Carvalho Maeder Quintella Roxo Et Al
Razéo Razéo Acréscimo; Incremento Razéo
incremental; incremental; Derivada num | Derivada num | incremental;
Derivada num | Derivada num | ponto; ponto; Derivada  num
ponto; ponto; Funcéo Funcéo ponto;

Funcéo Exemplo; derivada; derivada; Funcdo derivada
derivada; Fungdo Derivada Regra geral de | Fungéo sem
Interpretacdo da | derivada; infinita; derivagéo; derivada;
derivada: Funcéo derivada | Interpretacdo | Interpretagdo da | Derivada infinita;
geométrica e | de ordem; da derivada: | derivada: Interpretacdo da
cinematica; Interpretacdo da | geométrica e | geométrica e | derivada:
Diferencial; derivada: cinematica; cinematica; geométrica e
Interpretacéo geométrica e | Diferenca e | Regras de | cinemaética;
geométrica da | cinematica; diferencial, derivagéo; Diferencial;
diferencial; Derivadas Interpretacdo | Derivadas Derivacao
Regras de | unilaterais; geométrica da | sucessivas; sucessiva;
derivagéo; Continuidade e | diferencial, Diferencial; Regras de
Aplicac0es: derivabilidade; | Regras de | Interpretacdo derivagéo;
funcoes Regras de | derivacgéo; geométrica  da | Diferenciais
crescentes e | derivacdo; Aplicacdo das | diferencial; sucessivas;
decrescentes, Maximos e | derivadas Maximos e | Aplicagcbes  da
maximos e | minimos minimos teoria das
minimos derivadas

Fonte: Dados trabalhados pela autora

Globalmente, os autores atenderam as recomendacdes do programa oficial da Reforma
Capanema. Os autores preferiram iniciar por defini¢des formais. A énfase nas aplicagdes, as
quais eram consideradas por Felix Klein essenciais porque davam significado aos conceitos,
aparecem muito discretamente nos livros. “A necessidade urgente de tais reformas reside no

fato de que elas se preocupam com aquelas no¢des matematicas que governam completamente

as aplicagdes da matematica que estdo sendo feitas hoje em todos 0s campos possiveis [...]”

]

(KLEIN, 1945, p. 223, grifos nossos).
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ABORDAGEM DO CONCEITO DE DERIVADA NOS LIVROS ANALISADOS

Em estudo anterior (SILVA, 2023), analisamos a abordagem do conceito de limite feita
por esses mesmos autores. Todos eles, mesmo que alguns tenham iniciado com uma abordagem
intuitiva, chegaram a uma defini¢éo formal de limite, em termos de ¢ e §, conforme a moderna
formulagdo: “Seja f uma funcdo definida para todo nimero em algum intervalo aberto contendo
a, exceto possivelmente no proprio a. O limite de f(x) quando x tende a a sera L, escrito como

lim f(x) = L, se dado ¢ > 0 qualquer, existe um & > 0, tal que se 0<|x —a| < § entdo
xX—-a

|f(x) — L] < &" (LEITOHLD, 1990, p. 58). Apo6s definir formalmente o conceito de limite da

funcdo, a derivada é definida apoiada no conceito de limite: diz-se que a derivada de uma funcéo
f é a fungdo f°, definida por f'(x) = }lim w desde que esse limite exista.
—0

Entretanto, todos os autores analisados, ao abordarem a funcdo derivada, comegaram
com o conceito de razdo incremental e sé depois apresentaram a definicdo de derivada em um
ponto.

H& uma semelhanca enorme na sequéncia seguida pelos autores: acréscimo, razéo
incremental, derivada em um ponto, funcdo derivada. Além disso, primeiramente as definicdes
foram apresentadas, seguindo-se as interpretacbes geométrica e cinematica (conforme o
programa oficial).

A formulacdo de Bezerra (1967, p. 201) é significativa para mostrar a sequéncia que

quase todos os autores seguiram, comecando com a definicdo da derivada em um ponto.
Seja uma fungdo y= f(x) definida num intervalo (a,b) e x, um ponto de (a,b), Ax, é
acréscimo da variavel quando a varidvel sofre um acréscimo Ax,, a fungdo sofre um
acréscimo Ay, = f(xo+tAxy) — f(x,). A relagdo % = W chama-se
0 0
razdo dos acréscimos ou razdo incremental. Chama-se derivada da fungdo y=f(x) no
ponto x, ao limite finito, caso exista, da razdo incremental quando Ax, — 0,

: Ayo 1
lim — = f'(x,).
Alm Ao f(x0)

A partir dai, ele chega a definigdo de funcéo derivada: uma funcéo de X, definida em (a
, b) tal que para cada x, o valor coincide com o valor da derivada de f(x) nesse ponto. Essa

funcao ¢ simbolizada por £'(x), y’ ou Z—z.

Ha pequenas variacdes entre as formulacdes dos autores, por exemplo, Quintella e
Carvalho exigem que a funcdo, além de ser definida no intervalo, seja continua, para que exista

a derivada num ponto.
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A abordagem de Carvalho (1969) p. 561) comega, também, formalmente, com uma
funcdo, a qual é definida e continua em um intervalo; seguida da defini¢cdo de derivada num
ponto. Entretanto, antes de definir a funcdo derivada, ele trouxe um exemplo, acompanhado de
uma justificativa: “A fim de dar ao principiante uma ideia bem clara da no¢ao de derivada,
apresentamos o seguinte exemplo bastante elucidativo” (CARVALHO, 1969, p. 561).

O exemplo é a funcdo quadratica y = x2, continua para todos os seus pontos de
existéncia. Para x, = 4, ele atribui pequenos acréscimos Ax, e analisa o que acontece quando
se atribui esse incremento a x e a y. Essa situacdo foi didaticamente exemplificada pelo autor

numa tabela (Figura 2).

Figura 2: Tabela exemplificadora

A
Zo + Azo | Yo + Ayo Ayo ﬁ'

4,1 | 1681 0,81 8,1

| 401 | 16,0801 0,0801 8,01
4,001 | 16,008001 0,0(1)8001 8,001

BRI W | x5 l

it (AR Hiesso 8

Fonte: Carvalho, 1969, p. 561

Carvalho (1969) concluiu dizendo que, mesmo que 0s acréscimos tendam para zero,
simultaneamente, a razdo incremental tende para 8, que é derivada no ponto x, = 4. Nota-se
que, ao experimentar diferentes valores para Ax, , 0 esperado é que 0s acréscimos dados se
comportem previsivelmente. Conforme Tall sugere esse é um tipo de pensamento do mundo
corporeo.

A este exemplo, segue a seguinte defini¢do: “Se uma fungao f(x) é derivavel em todos
0s pontos de um intervalo, chama-se fungéo derivada de f(x) a funcdo que em cada ponto desse
intervalo tem para valor a derivada de f(x) nesse ponto” (CARVALHO, 1969, p. 561-562).
Carvalho apresenta as simbolizacbes de Lagrange (1736-1813), Arbogast (1759-1803) e
Cauchy (1789-1957) Newton e Leibniz, seguindo a funcdo derivada de ordem n.

Essa abordagem, ao comecar com uma rigorosa definicdo de derivada num ponto,
trazendo logo a seguir o exemplo, procura entrar num nivel mais acessivel, por meio da
experimentacdo de uma func¢do algébrica, mostrando o que acontece com a fungdo e com a sua
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derivada nas proximidades de um ponto dado. Ele procura seguir aquilo que Klein recomendava
— comegar com exemplos simples. Mas, tal abordagem ndo durou muito, logo o texto retoma o

estilo formalizado, com muitas defini¢des e alguns teoremas demonstrados.

A RELACAO TEORIA E PRATICA

Todos os autores analisados abordaram aplicacdes de derivada, no mesmo tdpico, qual
seja, na teoria dos maximos e minimos. Entretanto, ha diferencas nas aplicacGes. Maeder e
Carvalho apresentaram, nas aplicacbes da derivada 5 e 4 exercicios resolvidos,
respectivamente; Bezerra 2 e os demais autores, ndo incluiram nenhum problema resolvido,
apenas exercicios propostos. Maeder considerou problemas geométricos em que 0s maximos e
minimos sdo necessarios para resolvé-los.

Quadro 3: Problema do retdngulo inscrito em tridngulo

“Inscrever em um tridngulo dado, um
retangulo de area maxima, tendo a sua base

sobre a base do triangulo™.

Fonte: Maeder, 1955, p. 199
A direita no Quadro 3, a figura dada pelo autor da suporte a resolugdo. Para solucionar

0 problema, o autor utilizou a derivada primeira e segunda para chegar a conclusdo de que, para

, , . n . . , . h
se obter a drea maxima do retangulo inscrito, é preciso que y= .

Quadro 4: Volume maximo do cone

“Calcular a altura do cone de
volume méximo que se pode
inscrever em uma esfera de

raio dado”.

Fonte: Maeder, 1955, p. 199
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A direita no Quadro 4, a figura utilizada pelo autor da suporte & resolucéo. Partindo da
equacdo do volume do cone e considerando AP= x e CP=y, 0 raio da base e a altura do cone

inscrito, respectivamente, ele chega a solucéo h= gr.

Por sua vez, as aplicacdes sobre maximos e minimos resolvidas por Carvalho incluem
0 problema de otimizagdo de uma caixa de metal (Quadro 5) e o problema de otimizacdo do
volume de um cilindro, que foi intitulado problema da cagarola (Quadro 6).

Quadro 5: Volume méaximo da caixa

“Tem-se uma folha de metal cuja forma é um
quadrado de lado a. Deseja-se fazer com ela uma
caixa (sem tampa), cortando-se em seus cantos
quadrados iguais e dobrando-se

convenientemente a parte restante. Determinar o

lado dos quadrados que devem ser cortados de

modo que o volume da caixa seja 0 maior

possivel”.

Fonte: Carvalho, 1969, p. 595

A direita no Quadro 5, a figura proposta pelo autor também auxilia na resolucéo.

Resolvendo o problema, aplica os conceitos de derivada primeira e segunda e conclui que x= %

Quadro 6: Problema da cagarola

“Determinar qual deve ser a relagdo entre a
altura e o raio da base de uma cacarola

cilindrica, de modo a se conseguir, na sua

confecgdo, o maximo de economia do metal”

Fonte: Carvalho, 1969, p. 596
A direita no Quadro 6, a figura apresentada pelo autor da suporte a resolucéo. Para
resolver o problema, encontrou-se os extremantes e conclui que a forma econdémica da cagarola
é R=h, ou seja, a altura e igual ao raio da base.
Por outro lado, Bezerra propés, por exemplo, o seguinte problema geométrico de
otimizacdo (Quadro 7).
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Quadro 7: Triangulo isdsceles inscrito em circulo

“Qual ¢ o triangulo isdsceles
de maior area que se pode
inscrever  num  circulo

dado?”

Fonte: Bezerra, 1967, p. 240

A direita no Quadro 7, a figura proposta ilustra a resolucdo. Bezerra comeca com a area

do retangulo (S =%AB. CD), usando as relagbes métricas do circulo e conclui que S=

V2rx3 — x*, onde x= CD e o raio do circulo. Chegando, assim, ao resultado de que o triangulo
deve ser equilatero.

Os demais autores incluiram problemas com aplicacbes da derivada apenas nos
exercicios propostos, sem ilustracdes. Por exemplo: Roxo Et Al (194?, p. 177), prop6s o
seguinte exercicio: “Calcular o acréscimo de volume de um cone de revolug&o, correspondente
a um acréscimo elementar do raio r da base” e Quintella (1965, p. 127) apresentou o seguinte
problema: “Qual ¢ a drea maxima de um retangulo que tem 24 m de perimetro?”.

Os autores cumprem, em grande medida, com o programa oficial apresentando as
aplicagdes da derivada, alguns trazendo o assunto mais detalhado e outros, mais tedricos, ndo
resolvem os exercicios. Compreendendo que as ilustragcdes poderiam ser suportes didaticos para
a resolucéo dos problemas.

Atualmente, no livro de Guidorizzi (2008) esta tematica também foi incluida. Ele prop6e
problemas semelhantes aos de Anton Et Al, mas amplia as aplica¢fes, numa valorizacdo da
pratica. Sdo 32 exercicios propostos. A titulo de exemplificacdo apresentamos, no Quadro 8,

problemas de aplicacao da derivada.
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Quadro 8: Aplicacdes da derivada em Guidorizzi

Certa pessoa que se encontra em A, para atingir

C, utilizara na travessia do rio (de 100m de [ TP

largura) um barco com velocidade méaxima de 10 B o aumss

g
E
5

km/h; de B a C utilizara uma bicicleta com 4 - -

velocidade de 15 km/h. Determine B para que o

tempo gasto no percurso seja o menor possivel.

Considere duas retas paralelasre s. Sejam Ae C

dois pontos distintos de r e B um ponto de s.
Determine Q na reta s de modo que a soma das »

areas dos triangulos APC e QPB seja minima.

Lei de refragdo de Snellius. Considere uma reta r
e dois pontos P e Q localizados em semiplanos e !
opostos. Uma particula vai de P a M com L

M
velocidade constante u e movimento retilineo; D\
B
: Y

em seguida, vai de M a Q com velocidade

constante v, também com movimento retilineo.

Mostre que 0 tempo de percurso sera minimo se

sinc __ sinf

u v

Fonte: Guidorizzi (2008, p. 378-379)
O ensino universitario do CDI ainda, em muito, se assemelha ao ministrado no Ensino
Secundario das décadas de 1940 a 1970. Disso, se pode fazer algumas inferéncias, como por
exemplo, as situagBes de ensino do CDI foram preservadas por meio da manutencdo de

problemas envolvendo maximos e minimos.

CONSIDERACOES FINAIS

A conclusdo a que chegamos é de que existe uma convergéncia entre 0s autores, ao

tratarem o conceito de derivada, o fazem no terceiro mundo conceitual de Tall, qual seja, aquele
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formal. A Unica tentativa que se aproxima de um mundo conceitual formal com mescla do
corpdreo-simbolico é aquela do autor Carvalho. Assim, nitidamente, em quatro das cinco
colecdes analisadas, encontra-se a categoria abordagem formal simbolica para apresentar o
conceito de funcdo derivada e, em apenas uma delas, uma abordagem mesclada. Outro aspecto
que identificamos, é que os livros didaticos ndo seguem a risca o que foi proposto por Klein,
que era fugir das abstragdes excessivas nesse nivel de escolaridade. As abordagens da derivada
estdo mais proximas daquelas que eram utilizadas no ensino superior. Uma hipotese que talvez
explique tais escolhas de abordagem poderia ser a de que os autores dessas obras, procurando
seguir o programa oficial, tomaram como modelo os préprios livros que foram adotados em sua
formacdo académica. Esta hipdtese estd fundamentada nos seguintes fatos; Quintella, por
exemplo, cita o livro Analyse Mathématique de Lucien Godeaux, da Universidade de Liége,
escrito para os alunos da engenharia e ciéncias matematica, em 1846 (baseado em Picard,
Jordan, Hadammard, etc) e Maeder citou Lezioni di analisi algebrica e infinitesimal de Tonolo,
autor este que consta da bibliografia do curso de matematica da PUC-SP, em 1940-1942. Deve
ter sido um desafio para esses autores tratarem conceitos do pensamento matematico avancado
— como aquele de derivada, que envolve em sua base outro conceito, o de limite — de maneira
a atender a um programa oficial, que nada mais era do que uma listagem de contetdos, €, ainda,
seguir os preceitos do matematico Felix Klein. Concluimos, também, que os autores tentaram
mostrar algumas aplica¢fes das derivadas no topico teoria dos maximos e minimos, seguindo
as prescricoes de Felix Klein.

Tendo em conta que em varios paises, como Portugal, Franca, Alemanha, Espanha,
Federacdo Russa, entre outros, o CDI integra os programas oficiais de matematica do ensino
secundario, incluindo, naturalmente, o conceito de derivada, somos de opinido de o ensino de
Célculo Diferencial e Integral ainda € um conhecimento matematico pertinente para 0s
curriculos atuais, desde que acompanhado de novos métodos didaticos, a fim de que ndo seja
uma mera transposicdo de contetdo do Ensino Superior para o Ensino Médio. A funcdo
derivada é um conceito necessario na formacdo matematica dos estudantes do ensino médio
pois, como dizia Sebastido e Silva (1951) ao defender o ensino do Calculo Diferencial no
Secundério, em Portugal, € preciso semear as ideias intuitivas que comegam a germinar nesse

nivel da escolaridade e que poderao ser colhidas num momento oportuno.
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