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RESUMO

O presente trabalho investiga a presenca dos nimeros
complexos nos programas de ensino do Colégio Pedro
Il, entre 1837 e 1929. Utilizando uma perspectiva
histérica e fundamentada na abordagem teérica de
Chervel (1990), a pesquisa analisou programas de
ensino e manuais didaticos adotados na instituicdo
durante esse periodo. A metodologia envolveu a
leitura exploratoria de documentos, a construgdo de
planilhas eletrénicas para organizacdo dos dados e a
andlise comparativa entre os conteidos programaticos
e as obras didaticas. Os resultados revelaram duas
abordagens para o estudo dos nimeros complexos:
uma associada a Aritmética, influenciada por Etienne
Bézout, e outra & Algebra, baseada no trabalho de
Friedrich Gauss. Os numeros complexos foram
consistentemente  abordados na maioria  dos
programas entre 1850 e 1930, com excecdo de alguns
anos especificos. A perspectiva Aritmética enfatizava
as operagBes com numeros complexos, refletindo a
influéncia de Bézout, enquanto a perspectiva
algébrica focava na resolucao de equagdes, seguindo
a perspectiva de Gauss. Nos manuais didaticos
analisados, a perspectiva Aritmética buscava integrar
0s numeros complexos em um contexto préatico,
enquanto a perspectiva algébrica ndo explorava
suficientemente a parte imaginaria dos ndmeros
complexos, restringindo a compreensdo do conceito.
A diferenca nas perspectivas reflete a evolugéo do
ensino matematico e a necessidade de uma
compreensdo mais holistica dos nimeros complexos
no curriculo educacional.

Palavras-chave: Ensino Secundario; Contetido;
Matematica Escolar.

ABSTRACT

This study investigates the presence of complex
numbers in the teaching programs of Colégio Pedro
I, between 1837 and 1929. Using a historical
perspective based on Chervel's theoretical approach
(1990), the research analyzed teaching programs and
textbooks adopted by the institution during this
period. The methodology involved exploratory
reading of documents, the construction of electronic
spreadsheets for data organization, and a comparative
analysis between program contents and didactic
works. The results revealed two approaches for the
study of complex numbers: one associated with
Arithmetic, influenced by Etienne Bézout, and the
other with Algebra, based on Friedrich Gauss's work.
Complex numbers were consistently addressed in
most programs between 1850 and 1930, with some
specific exceptions. The arithmetic approach
emphasized operations with complex numbers,
reflecting Bézout's influence, while the algebraic
approach focused on solving equations, following
Gauss's perspective. In the analyzed textbooks, the
arithmetic approach sought to integrate complex
numbers into a practical context, whereas the
algebraic approach did not sufficiently explore the
imaginary part of complex numbers, limiting the
understanding of the concept. The difference in
approaches reflects the evolution of mathematical
teaching and the need for a more holistic
understanding of complex numbers in the educational
curriculum.

Keywords: Secondary Education; Content; School
Mathematics.
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INTRODUCAO

A partir de uma analise dos programas curriculares de matematica (Brasil, 2018; Rio de
Janeiro, 2012; Sdo Paulo, 2021), identificamos contetdos presentes desde 1931, inseridos com
a Reforma Francisco Campos?, cujo principal objetivo foi a sistematizacdo e a modernizagéo

do ensino secundario. Entre os contetidos, destacam-se os niimeros complexos?, um conjunto

numérico formado por todos os nimeros da forma z = a+bi,coma € R, b € Re i =—1,
no qual a é a parte real e b é a parte imaginaria.

Esta pesquisa propde analisar a presenca dos nimeros complexos no curriculo do
Colégio Pedro Il. Fundada em 2 de dezembro de 1837, data do aniversario do Imperador Dom
Pedro 11, a instituicdo surgiu da transformacdo do Seminario de Sdo Joaquim® em Imperial
Collegio Pedro II, estabelecido pelo Decreto Imperial de 2 de dezembro de 1837. O colégio,
recém-criado, dedicava-se a instrucdo secundaria, focando ndo apenas na educacgdo em letras e
ciéncias, mas também na formacéo moral.

Em 7 de abril de 1831, o Brasil entrou em um Periodo Regencial com a abdicacdo do
Imperador Dom Pedro I, pois Dom Pedro I, seu filho e sucessor, era menor de idade. Durante
esse periodo, houve instabilidade social e politica, com varios grupos lutando pelo controle do
pais. Inicialmente, a Regéncia Trina Provisoria foi formada, mas logo substituida pela Regéncia
Trina Permanente. Em 1834, o Ato Adicional a Constitui¢do de 1824 criou as Regéncias Unas,
permitindo a eleicdo de um Unico regente. Diogo Antdnio Feijé® foi o primeiro regente uno do
Brasil, eleito em 1835. Por motivos de salde e falta de apoio politico, Feijé renunciou em 19

de setembro de 1837, sendo substituido pelo senador Pedro Araljo Lima’ (1793-1870), que

3 Reforma Educacional que ocorreu no governo de Getulio Vargas e que teve como ministro da Educacio e Salde
0 mineiro Francisco Campos (1891-1968).

4 Os nimeros complexos sdo uma expansdo dos nimeros reais e geralmente séo utilizados para resolver
equacdes polinomiais que ndo possuem solugdes reais.

> O seminario iniciou suas atividades em 8 de junho de 1739, com a fundagéo do abrigo dos 6rfdos de S&o Pedro,
pelo Bispo do Rio de Janeiro na época, Dom Frei Antonio de Guadalupe. Sua criacdo tinha por objetivo o
recolhimento de 6rféos e pobres para formar trabalhadores e os que tivessem aptiddo seriam designados ao trabalho
eclesiastico. Os 6rféos que estudavam no abrigo de Sdo Pedro comegaram a ser denominados seminaristas de Sao
Joaquim, pois em 1758, Manuel de Campos Dias ergueu uma capela consagrada a Sdo Joaquim no sitio que mais
tarde seria locagdo do seminério.

® Diogo Antonio Feij6 (1784-1843) foi um filsofo, sacerdote catélico, estadista brasileiro, deputado pelo estado
de Sao Paulo nas legislaturas de 1826-1829 e 1830-1833, e assumiu o cargo de ministro da Justica em 1831.

’ Fez as primeiras Letras (humanidades) em Recife e ali aprendeu latim, geometria e filosofia, bagagem com que
se matriculou em 29 de outubro de 1813 na Universidade de Coimbra. Doutorou-se em Canones (Leis) por aquela
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indicou Bernardo Pereira de Vasconcelos® como ministro de Justica interino do Império.
Vasconcelos foi crucial na conversdo do Seminario no Imperial Collegio Pedro Il, justificando
a mudancga devido ao desvio de seus fins originais da antiga institui¢do (Pinto, 2010).

Durante a fase imperial brasileira, Polon (2004) destaca que, entre 1837 e 1888, a
instituicdo sofreu onze reformas curriculares, propostas por politicos do Ministério do Império,
com objetivo de formar uma identidade para o Colégio, que recebia grande atencdo do
imperador. As modificacdes alternavam entre uma formacéo geral e humanista, e um ensino
mais objetivo (Polon, 2004) refletindo um projeto imperial de civilizacdo baseado em ideais
europeus.

Entre 1837 e 1888, a duracdo do curso variou entre seis e sete anos, exceto em 1857,
quando Pedro Aradjo Lima prop6s um curso de cinco a sete anos, com a opcao de um Curso
Especial de Formacdo Profissional, que conferia apenas um certificado de conclusdo dos
estudos secundarios.

No periodo de 1890 a 1929, conhecido como Republica Velha, a instituicdo sofreu
quinze modificacdes curriculares, cujo foco estava no ensino secundario como preparatorio
para o ensino superior (Polon, 2004). A duragdo do curso secundario permaneceu entre seis e
sete anos, exceto em 1915, quando Carlos Maximiliano propds um ensino de cinco anos.

Durante a RepuUblica Velha, o curso secundario do Colégio Pedro Il servia
principalmente como passagem para 0 ensino superior, mantendo disciplinas tracionais e
predominancia dos estudos literarios (Polon, 2004).

Pinto (2010) salienta que a Reforma Couto Ferraz de 1854 utilizou a experiéncia do
Colégio Pedro Il como exemplo para outros estabelecimentos de ensino secundario. As
instituicbes privadas da época adotaram o mesmo curriculo e funcionamento do Colégio,
visando 0s exames preparatdrios para ensino superior. 1sso destaca a relevancia da referida
instituicdo para 0 ensino secundario brasileiro e a importadncia de seus programas de
matematica, para estudos sobre contetidos matematicos da época.

Para localizar a presenca dos numeros complexos na instituicdo escolar destacada,

utilizamos a pesquisa de Beltrame (2000), que identificou todos os programas de matematica

universidade em 1819. Proprietario rural, jornalista, magistrado e senador. Pertenceu ao Conselho do Imperador
D. Pedro Il. Conselheiro de Estado a partir de 1842.

8 Nasceu em 27 de agosto de 1795, na Provincia de Minas Gerais, Vila Rica. Formou-se nos cursos de direito e
filosofia pela Universidade de Coimbra. Concluiu o curso de direito no ano de 1819, e retornou ao Brasil, em 1820,
com 25 anos. Iniciou-se na politica apds ser eleito deputado pela Provincia de Minas Gerais, em 1826. E faleceu
no ano de 1850 aos 55 anos.
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do Colégio Pedro Il entre 1837 a 1932. O recorte cronoldgico de 1837 a 1929 foi escolhido,
pois foi o periodo no qual os docentes tinham autonomia na construgdo dos programas da
instituicdo. A partir de 1931, os programas seguiram a Reforma Francisco Campos.

Estudos como o de Braga (2006) e o de Silva (2021) abordam a introducéo de contetidos
matematicos nos curriculos brasileiros, destacando a importancia de considerar o contexto
educacional nacional e internacional. Braga (2006) analisa a inser¢do do conceito de funcdo,
enquanto Silva (2021) investiga a evolugio da Algebra Linear no Ensino Médio brasileiro.

Verificamos uma lacuna na insercdo dos numeros complexos nos programas de
matematica do Brasil. Este trabalho visa destacar como os nimeros complexos apareciam nos
programas de ensino de matematica do Colégio Pedro Il e o que preconizavam em seu ensino.
O objetivo geral é analisar como 0s nimeros complexos estavam inseridos no Colégio Pedro 11
entre 1837 e 1929, pois, segundo Ferreira (2018), os nimeros complexos podiam ser
compreendidos, a depender do material utilizado, como dois assuntos diferentes na histdria do
ensino de matematica. Queremos compreender essas tematicas e como elas apareciam nos

programas e livros didaticos da epoca.

1-REFERENCIAL TEORICO

Este artigo realiza uma pesquisa numa perspectiva historica da educagdo matematica
fundamentada na abordagem tedrico-metodoldgica de Chervel (1990), que propde o estudo da
Histdria das Disciplinas Escolares. O referido autor considera as disciplinas como criagdes
espontaneas da escola, e ndo meras simplificacdes de um saber cientifico.

Segundo Chervel (1990), uma das tarefas fundamentais do historiador de disciplinas
escolares é a descricdo e a analise dos conteldos de ensino nos programas escolares. Ele destaca
que essa analise é crucial para entender a vulgarizacao do conhecimento e seu impacto no ensino
e na aprendizagem das disciplinas. Para o referido autor, a vulgarizacdo € o processo pelo qual
o conhecimento cientifico é simplificado e adaptado para ser mais acessivel a um publico mais
amplo, o que pode, em alguns casos, resultar em distorces ou simplificacbes que
comprometem a compreensdo do assunto.

A Historia das Disciplinas Escolares confronta a historia do ensino com as finalidades
da escola, um tema complexo e sutil (Chervel, 1990). As finalidades s&o apresentadas em textos
oficiais, discursos ministeriais, leis, decretos, programas, entre outros, e devem ser a primeira

fonte a ser analisada para identificar os objetivos estabelecidos (Chervel, 1990). Em nossa
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pesquisa, utilizamos os programas do Colégio Pedro Il, pois sdo documentos oficiais que
indicam o que deveria ser ensinado, representando assim as finalidades prescritas no passado.

No entanto, embora leis, decretos e programas sejam fontes essenciais para o estudo
das disciplinas escolares, é igualmente crucial examinar os elementos da pratica pedagogica
para verificar se as diretrizes estabelecidas nesses documentos foram efetivamente
implementadas no cotidiano escolar. Para isso, em nossa pesquisa, utilizaremos os livros
didaticos adotados no Colégio Pedro Il de 1837 a 1929, contrapondo-os aos documentos
oficiais.

Os conteudos escolares estdo presentes nos programas de ensino, materiais didaticos e
outros recursos utilizados pelos professores. Eles sdo concebidos como entidades sui generis,
préprias da classe escolar, independentes, em certa medida, de toda realidade exterior a escola,
e possuem uma organizacdo, economia interna e eficacia que parecem derivar exclusivamente
de sua proépria histéria (Chervel, 1990).

Os passos adotados na investigacao foram: 1) Apropriacdo dos conceitos apresentados
por Chervel (1990); 2) Identificacdo dos programas de ensino por ano que mencionavam
contetdos relacionados aos nimeros complexos, vinculados a Aritmética e a Algebra, que
estavam na dissertacdo® de Beltrame (2000). Nessa etapa, inicialmente, efetuou-se uma leitura
exploratoria dos programas contidos na dissertacdo e, posteriormente, inferiu-se em qual das
perspectivas os conteldos se enquadravam; 3) Construcdo de planilhas eletrénicas com o0s
dados obtidos; 4) Anélise dos dados; 5) Identificagdo dos manuais adotados no Colégio Pedro
Il a partir de Beltrame (2000); 6) Obtencéo'® dos livros por meio de repositérios digitais,
bibliotecas e sebos; 7) Andlise dos livros didaticos; e 8) Compreensdo da maneira como 0s
numeros complexos foram abordados nos programas e nas obras selecionadas.

Os critérios de selegdo das fontes utilizadas na pesquisa foram: relevancia historica,
representatividade, disponibilidade e qualidade documental. A relevancia historica visava
consolidar a importancia da tematica dos nimeros complexos no ensino de matematica. A
representatividade foi garantida pela escolha dos programas e dos livros utilizados no Colégio
Pedro I, que representavam as normas e as praticas educacionais relacionadas ao tema na
instituicdo. A disponibilidade considerou a possibilidade de encontrar os documentos de forma

remota, uma vez que a pesquisa ocorreu durante o periodo de confinamento devido a COVID-

® Beltrame (2000) apresenta os programas e os livros didaticos de Matematica do Colégio Pedro Il durante os anos
de 1837 a 1932.

10 Nesta etapa, encontramos apenas seis livros mencionados por Beltrame (2000). Os nomes dos livros e seus
respectivos autores serdo apresentados na Secao 3 deste artigo.
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19. A qualidade documental foi avaliada pela possibilidade de leitura e interpretacdo das
informagdes contidas nas fontes selecionadas.

2-TRAJETORIA HISTORICA DOS NUMEROS COMPLEXOS: DA ARITMETICA A
ALGEBRA

Ferreira (2018) conduziu uma investigacao histérica para explicar por que existem dois
conteddos com a mesma nomenclatura, mas que representam assuntos totalmente distintos os
nimeros complexos. A pesquisa revelou que a primeira perspectiva sobre essas quantidades
esta relacionada aos estudos do matematico francés Etienne Bézout e, posteriormente, aos do
matematico alemao Carl Friedrich Gauss.

Analisando as investigacGes de Bézout, constatou-se, por meio de sua obra Elementos
de Arithmetica (Bézout, 1784), que ele definia nimeros complexos como compostos por
diferentes espécies de unidades. Por exemplo, na moeda portuguesa antiga temos que 8 libras!
€ um namero incomplexo, enquanto 8 libras, 17 soldos e 8 dinheiros € um nimero complexo.

Bézout (1784) também abordou opera¢Bes como soma, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo entre nameros complexos. A seguir iremos apresentar algumas operacdes realizadas

pelo referido autor.

Figura 1 - Soma de nimeros complexos

- 238 40

2549 18 ¢
184 1111
17 10 7

e —

2979 15 74

Fonte: Bézout (1784, p. 109)
Na Figura 1, somam-se quatro parcelas: 227 libras, 14 soldos e 8 dinheiros; 2549 libras,
18 soldos e 5 dinheiros; 184 libras, 11 soldos e 11 dinheiros; e 17 libras, 10 soldos e 7 dinheiros,
resultando em 2979 libras, 15 soldos e 7 dinheiros. Observa-se que a soma é feita ordenando-
se 0s numeros e iniciando o processo de adi¢do da direita para a esquerda. A soma dos dinheiros
resulta em 31 dinheiros. Como 12 dinheiros equivalem a 1 soldo, 31 dinheiros sdo reescritos

como 2 soldos e 7 dinheiros. Os 2 soldos sdo somados a coluna seguinte, resultando em 55

1 Sabe-se que 1 libra valia 20 soldos, 1 soldo valia 12 dinheiros.
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soldos. Como 20 soldos equivalem a 1 libra, 55 soldos s&o reescritos como 2 libras e 15 soldos.
Assim, a soma final resulta em 2979 libras, 15 soldos e 7 dinheiros.
No segundo exemplo, apresentamos como Bézout realizava a subtracdo de numeros

complexos.

Figura 2- Subtracdo de nimeros complexos

1437 ]f 64
75 12 9
,68“ 4 9

Fonte: Bézout (1784, p. 113)

Na Figura 2, subtraem-se 75 libras, 12 soldos e 9 dinheiros de 143 libras, 17 soldos e 6
dinheiros, resultando em 68 libras, 4 soldos e 9 dinheiros. N&o é possivel retirar 9 dinheiros de
6 dinheiros. Portanto, toma-se 1 soldo dos 17 soldos (equivalente a 12 dinheiros), somando aos
6 dinheiros, totalizando 18 dinheiros. Retirando 9 dinheiros, restam 9 dinheiros. Subtraindo 12
soldos dos 16 soldos restantes, obtém-se 4 soldos. Finalmente, subtraindo 75 libras das 143
libras, obtém-se 68 libras. Assim, o resultado da subtracdo é 68 libras, 4 soldos e 9 dinheiros.

Bézout (1784) apresenta um exemplo de multiplicacdo, no qual realiza a operacéo de
um ndmero complexo por um numero incomplexo. Assim, na Figura 3, observa-se a
multiplicacdo de 54 toesas (T) e 3 pés (P) por 72 libras (Ib).

Figura 3 — Multiplica¢do de um nimero incomplexo por um ndmero complexo

Deveremos pois m;;ltiplicar - - galb
w- - opooooq---. - - $4T 3’

2880 of o

- 3924 of of Prod.
Fonte: Bézout (1784, p. 117)

Para realizar a operacao na figura, multiplicam-se 72 libras por 54, conforme as regras
usuais de multiplicacdo. Ressalta-se que 3 pés sdo iguais a 12 toesas. Logo, o produto de 3 pés
vezes 72 libras é igual a metade de 72 libras, ou seja, 36 libras. O produto final é igual a 3924
libras.
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Na divisdo dos numeros complexos (Figura 4), deseja-se dividir 4783 libras, 3 soldos e

9 dinheiros por 87 toesas.

Figura 4 — Divisdo dos nUmeros complexos

fqzc?-.;rr gy

B -y
3 3]'
&y |
" . e gy

| —

609‘ vty s

_.m-. .y ¢ & - (3 5

.

Fonte: Bézout (1784, p. 123)

Primeiramente, dividem-se 4783 libras por 87, obtendo como quociente 54 libras e
restando 85 libras. Como 1 libra equivale a 20 soldos, somam-se as 85 libras 1700 soldos
(85x20) mais 3 soldos, totalizando 1703 soldos. Dividindo 1703 soldos por 87, obtém-se 19
soldos como quociente e restam 50 soldos. Convertendo 50 soldos em dinheiros (50x12),
totalizam-se 600 dinheiros. Somando 600 dinheiros aos 9 dinheiros do dividendo, obtém-se 609
dinheiros. Dividindo 609 dinheiros por 87, o quociente € 7 dinheiros e o resto é zero. Portanto,
o resultado final é 54 libras, 19 soldos e 7 dinheiros.

Ferreira (2018) afirma que o termo "numeros complexos™ na perspectiva de Bézout foi
utilizado em varios paises, incluindo Franca, Inglaterra, Portugal, Brasil, Espanha e Italia. No
entanto, na Alemanha, o termo ndo foi utilizado, o que permitiu a Gauss propor, em 1831, a
nomenclatura "nimeros complexos" para o conjunto numérico como o conhecemos hoje.

As técnicas para resolver equacdes evoluiram para uma teoria a partir dos seculos XVI
e XVII, buscando férmulas gerais para expressar suas raizes. Roque (2012) afirma que, na
primeira metade do século XVII, as equacBes ganharam destaque na matematica, com Albert
Girard e René Descartes sendo o0s primeiros a evidenciar a existéncia de raizes. Até o final do
século XVIII, raizes negativas eram consideradas irreais e ndo eram aceitas como solugdes de
equacoes.

Devido a dificuldade de definir uma "cidadania matematica" para essas quantidades, 0s
matematicos usavam diversas nomenclaturas, como "falsas", "ficticias", "impossiveis" ou
"imaginarias”. A aceitacdo dessas quantidades pela comunidade matematica foi influenciada

pelo fato de a geometria ser um dos pilares da matematica. Essa "cidadania” sO seria
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estabelecida quando os matematicos conseguissem provar essas quantidades por meio de
argumentos geomeétricos, baseados nos estudos de Euclides.

Somente no final do século XVIII e inicio do século XIX, os matematicos comecaram
a propor diferentes representacdes geometricas para 0s nimeros imaginarios, o que levou a sua
aceitacao pela comunidade matemaética. Trés matematicos fundamentais nessas representaces
foram o noruegués Caspar Wessel, o suigo Jean-Robert Argand e o alemao Friedrich Gauss.
Gauss foi o primeiro matematico influente a defender publicamente essas quantidades,
ajudando a estabelecer o termo "nimeros complexos™ e permitindo célculos consistentes
(Roque; Carvalho, 2012).

Para facilitar a compreenséo das tematicas destacadas, foi criado um fluxograma (Figura
5) que apresenta os dois matematicos que contribuiram para o desenvolvimento dos nimeros

complexos, suas areas de estudo e suas compreensdes sobre essas quantidades.

Figura 5- NUmeros complexos

(72}

a Etienne Bézout : Unidade de tempo

) _q — ARITMETICA — Unidade de Massa
E ( 1730-1 ?80) Sistema Monetario
S

[72]

=]

3

Carl Friedrich G , Resolugio de equagdes com grau

E -q art Fredrie auss — ALGEBRA ey 12101 OU igual a dois. Forma:

=] (1777-1855) z=atbi, acbeR, i1

Fonte: Elaborado pelos autores

Observa-se, portanto, que duas tematicas distintas recebiam a mesma nomenclatura. A
primeira esta relacionada a Aritmética, envolvendo operagdes entre grandezas, sistema
monetario e unidade de tempo. A segunda estéa ligada a Algebra, abordando a resolucio de

equacdes e representacdes trigonomeétricas e exponenciais.

3-0OS PROGRAMAS DE ENSINO E OS MANUAIS DIDATICOS DO COLEGIO
PEDRO 11

Historicamente, os matematicos Etienne Bézout e Carl Friedrich Gauss definiram os

nimeros complexos de maneiras distintas. Para entender como essas definicdes foram
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ensinadas no Colégio Pedro Il entre 1837 e 1929, analisamos 0s programas de ensino e 0s
manuais didaticos recomendados pela instituicao.

Utilizando a dissertacdo de Beltrame (2000), examinamos 0s programas de ensino para
identificar o ano em que o0s numeros complexos eram introduzidos, a série escolar
correspondente e os tdpicos abordados. A partir dessa analise, criamos dois quadros: um com
0s contetidos segundo a perspectiva de Bézout (Quadro 2) e outro segundo a de Gauss (Quadro
3).

Em seguida, identificamos os manuais didaticos mencionados nos documentos e
selecionamos aqueles que apresentavam o0s conteldos sobre nimeros complexos. 1sso nos
permitiu entender como 0s autores expunham esses conceitos.

Com base nas dissertacdes de Beltrame (2000) e Ferreira (2018) e no artigo de Lorenz
e Vecchia (2004), compilamos uma lista'? de livros utilizados no Colégio Pedro Il desde sua

fundacdo em 1837 até o inicio do século XX. Essa lista foi organizada no quadro a seguir:

Quadro 1: Livros referentes as perspectivas dos Nimeros Complexos

LIVRO AUTOR ANO PERSPECTIVA
Tratado Elementar de Arithmetica SERRASQUEIRO 1926 BEZOUT
Elementos de Arithmetica OTTONI 1888 BEZOUT
Tratado de Arithmetica COQUEIRO 1860 BEZOUT

Cours de mathématiques: a I'usage des candidats a I'Ecole
polytechnique, a I'Ecole normale supérieure, a I'Ecole | COMBEROUSSE 1876 GAUSS
centrale des arts et manufactures

Lecons d'algébre : conformes aux programmes officiels de

A . BRIOT 1891 GAUSS
I'enseignement des lycées

Elementos de Algebra OTTONI 1856 GAUSS
Fonte: Elaboragdo baseada em Beltrame (2000), Ferreira (2018); Lorenz & Vecchia (2004)

Analisamos esses manuais didaticos para compreender como 0s nimeros complexos
eram apresentados. Segundo Chervel (1990), a exposicdo de um contetdo pode ser identificada
através dos livros utilizados na época. A analise dos livros nos permitiu identificar a
representacdo dos nimeros complexos naquele periodo. No entanto, € crucial reconhecer o

papel fundamental dos professores na transmissdo e interpretacdo dos conteddos (Chervel,

12 |dentificamos um nimero maior de livros, no entanto, os livros do quadro 1 sdo aqueles que conseguimos
encontrar um exemplar para analisar.
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1990). Essa agdo seria evidenciada por meio da andlise de livros, planos de aula e outros
documentos. No entanto, devido a pandemia de 2020, a pesquisa limitou-se em analisar 0s
livros adotados no Colégio Pedro 1.

No quadro 2, a seguir, sdo exibidos os numeros complexos na perspectiva do
matemético Etienne Bézout. Ao analisarmos os programas de ensino do Colégio Pedro I,
observou-se que os termos utilizados para referirem-se a essas quantidades foram: nimeros

complexos, operacdes com nimeros complexos, metrologia e nimeros complexos. Frisa-se que

essa perspectiva se relaciona com a Aritmética.

Quadro 2 - Nameros complexos na perspectiva de Bézout

ANO(S) SERIE ASSUNTO
1850 Quinto ano Adicdo, multiplicacdo e divisdo dos nimeros complexos
1854/1855 Quinto ano Multiplicacéo e divisdo dos nimeros complexos
1856 Primeiro Ano NUmeros complexos: operagfes sobre 0s nimeros complexos
1858/1860/ , . ~ .
1862/1870 Segundo ano NUmeros complexos: operagdes sobre 0s nimeros complexos
1877 Quarto ano Metrologia e operacdes sobre os nimeros complexos
1879 Primeiro ano Metrologia e operacdes sobre os nimeros complexos
1893 Primeiro ano Metrologia e nimeros complexos
1897/1898/ _— Metrologia - diversos systemas de pesos e medidas, Nimeros complexos e
Primeiro ano . o
1899/1901 metricos decimais
1912 Primeiro ano Systema metrico, complexos
502 licho Numeros complexos. Operacfes sobre os numeros complexos.
TransformacGes diversas dos numeros complexos. Primeira transformacéo:
reduzir um numero complexo a unidades do menor submultiplo. Segunda
transformacdo: dos submultiplos (ou dos multiplos inferiores) de um
numero complexo extrahir os multiplos superiores.
1915 Segundo ano 512 licdo Addicdo de numeros complexos. Subtraccdo de numeros
complexos.
522 licdo Multiplicacdo de numeros complexos.
532 licdo Divisdo de numeros complexos. Os numeros complexos e 0
systema metrico. Exercicios e problemas sobre numeros complexos.
1919 Primeiro ano !\lumeros complexos: operacdes. Estudo especial e minucioso das medidas
inglezas.
Estudo completo do systema inglez. Os nimeros complexos: reducdo de
1923 Segundo ano complexo a incomplexo e vice-versa. As quatro operagdes. Exercicios
somente com as unidades de tempo, de angulo e com as medidas inglesas.
Numeros complexos; reduccéo de complexo a incomplexo e vice-versa. As
L quatro operagdes. Exercicios sdmente com as undiades de tempo, de angulo
1926/1928 Primeiro ano e com as unidades inglezas. Conversdo destas em unidades metricas e
viceversa.
1929/1930 Primeiro ano Operagdes com 0s numeros complexos, unidade de tempo. Moeda ingleza.

Fonte: Elaboracéo baseada em Beltrame (2000)
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Por meio do quadro, conclui-se que a tematica relacionada aos nimeros complexos, na
perspectiva de Bézout, é apresentada nos programas pela primeira vez em 1850, sendo abordada
no quinto ano. Como afirma Ferreira (2018), “o ensino dos numeros complexos consta na
maioria dos programas do colégio Pedro Il de 1850 a 1930 (com excec¢do dos programas de
1881, 1882, 1892, 1895 e 1901). Até 1879 (inclusive), os nimeros complexos constavam em
todos os programas de ensino do colégio” (Ferreira, 2018, p. 28). O objetivo era o estudo das
operacBes entre nUmeros complexos, mas observa-se que, ao longo dos anos, houve variagcdo
nas séries de abordagem dos contedos.

Durante os anos de 1923, 1926 e 1928, a tematica dos nimeros complexos estava
relacionada as unidades de tempo, de angulo e de medidas inglesas. De acordo com Ferreira
(2018): “Conforme o Programa de 1928, a Matematica continua presente nos quatro primeiros
anos de curso, com a mesma distribui¢do. Os complexos e o sistema métrico decimal continuam
no 1° ano...” (p. 27). Logo, o ensino dos numeros complexos, por meio dos estudos do
matematico Bézout, apareceu na maioria dos programas analisados, preconizando o estudo das
operacdes entre 0s nimeros complexos.

Com o objetivo de compreender como os manuais didaticos apresentavam essas
quantidades, analisamos as trés obras listadas a seguir: Tratado Elementar de Arithmetica
(Serrasqueiro, 1926), Elementos de Arithmetica (Ottoni, 1888), e Tratado de Arithmetica
(Coqueiro, 1860). Observamos que 0s manuais sdo indicados para o estudo da Aritmética.
Examinamo-los para compreender como foi feita a exposi¢cdo do assunto em questéo e,
sobretudo, confirmar se esses conteudos referem-se a mesma tematica ou néo.

Serrasqueiro (1926) dividiu sua obra em seis livros, dedicando-se no terceiro livro aos
numeros fracionarios ordinarios, decimais e complexos. O autor define um nimero complexo
como: “que se refere a uma unidade principal e suas subdivisdes, que ndo procedem de dez em
dez” (Serrasqueiro, 1926, p.12), como, por exemplo, trés anos, quatro meses e cinco dias. Ele
define como numero incomplexo “o que se refere somente a uma espécie de unidade”
(Serrasqueiro, 1926, p.12), por exemplo, trés anos. Posteriormente, o autor aborda as operacoes
de soma, subtracdo, multiplicac&o e divisdo, explicando como se efetuam essas opera¢Ges com
nameros complexos e incomplexos.

Ottoni (1888) apresenta 0s numeros complexos no terceiro capitulo de sua obra, ap6s a
temética de fragdes. Segundo Ottoni (1888), define-se como niimero complexo aquele “que
consta de partes, cada uma exprimindo as unidades diversas que resultam da divisdo de uma
unidade principal” (Ottoni, 1888, p. 92). Como exemplo, apresenta-se o nimero 7V 3” 9° ou 7

varas, 3 palmas e 9 polegadas. Os nimeros “que se referem a uma s6 unidade, como 27 dias,
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22 bragas” (Ottoni, 1888, p. 92) denominam-se numeros incomplexos. Concluidas as
defini¢des, o autor aborda as operagdes de soma, subtragcdo, multiplicagéo e divisdo dessas
quantidades.

O ultimo livro analisado é o de Coqueiro (1860), ele é dividido em dois capitulos: no
primeiro, trata-se do sistema métrico; no segundo, sdo abordados temas acerca do sistema de
pesos e medidas, 0os numeros complexos e uma comparacao entre os sistemas francés e
brasileiro de medidas.

Coqueiro (1860) define como numero complexo: “numeros concretos que encerra
differentes especies de unidades, dependentes uma das outras segundo uma lei determinada
chamao-se niimeros complexos; assim, 81 30n¢ 70it g 1var 3pal 7pol s34 numeros complexos”
(p. 205). E possivel identificar que, diferentemente dos outros dois autores, Coqueiro (1860)
ndo define o que seria um numero incomplexo. Posteriormente, Coqueiro (1860) aborda como
proceder as operacdes de soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo de nimeros complexos.

Feita a exposicdo dos livros, observa-se que os autores abordam, definem e operam os
nimeros complexos de modo similar aquele feito pelo matematico francés Etienne Bézout em
sua obra Elementos de Arithmetica (1784). Em todas as obras, o contetido é abordado apds a
apresentacdo da tematica de fragcGes e em concomitancia com a exposicao do sistema de pesos
e medidas da época.

Assim como na obra de Bézout, os manuais brasileiros analisados apresentam,
primeiramente, o sistema de pesos e medidas, seguido da definicdo de nimero complexo.
Posteriormente, exceto no livro Tratado de Arithmetica (Coqueiro, 1860), ¢ apresentada a
transformacdo de um numero complexo em um ndmero incomplexo e vice-versa. Finalmente,
sd0 expostas as operacOes de soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo dessas quantidades.

Compreende-se, portanto, que a perspectiva dada aos nimeros complexos esta ligada
aos estudos do matematico francés Etienne Bézout, referindo-se aos nimeros compostos pela
unidade e suas subdivisbes. Em seus estudos, foi preconizada a definicdo dos ndmeros
complexos e incomplexos, bem como os procedimentos para as operagfes de soma, subtracao,
multiplicacdo e divisdo dessas quantidades. Destaca-se que essas operagdes estavam ligadas a
area de Aritmética.

Chervel (1990) destaca que devemos realizar a pesquisa no ambito das disciplinas
escolares observando os objetivos fixados e as praticas pedagdgicas. No caso desta perspectiva,
constatamos uma grande afinidade entre o que estava planejado nos programas e a exposi¢ao

de ensino nos livros didéaticos.
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O proximo quadro apresenta o ano do programa de ensino, a série de abordagem e 0s
assuntos preconizados sobre a tematica de nimeros complexos a partir dos estudos do
matematico Gauss. Os termos associados aos numeros complexos nessa perspectiva foram:
nimeros imaginarios e equacfes. Destaca-se que, as ideias estavam relacionadas com o

aparecimento dos imaginarios na resolucéo de equagdes; por isso, tais conteudos foram listados

no quadro 3.
Quadro 3% - Nimeros complexos na perspectiva de Gauss
ANO(S) SERIE ASSUNTO
1850/1851 Quinto Ano Equacdes puras do segundo grau, equacdes completas do segundo grau.
Equacbes incompletas do segundo grau, equagdes completas do segundo
1854/1855 Quinto Ano grau.
Equacdes do segundo grau, resolucdo das equacdes do segundo grau a uma
sO incognita. Relacédo entre os coeficientes e as raizes da equacdo completa
1856 Segundo Ano do segundo grau. Valores Imaginarios.
1858/1860 Equacgdes, Equacgdes identicas, numericas e literaes. Grau de equagdes,
/1862 Terceiro Ano Resolucdo das equacdes do segundo grau a uma so incdgnita.
1870 Terceiro Ano Equacdes, equaces identicas, numericas e literais. Grau das equacdes
1870 Quarto Ano Resolucdo das equacdes do segundo grau de uma sé incognita
Equacdes, resolucdo dos problemas. Resolucéo e principios propriedades da
1877 Quarto Ano equacdo do segundo grau a uma incognita
Equacdes. Resolucdes e principais propriedades da equacdo do segundo grau
1879 Terceiro Ano a uma incdgnita
1881 Terceiro Ano Equacdes, resolucdo de problemas
1882 Terceiro Ano Equacdes do segundo grau a uma incognita
1892 Primeiro Ano | Resolucdo e composi¢do da equacdo do 2° grdo. Discussdo, tudo a uma
incognita. Equacdes reductiveis ao 2° grao.
Equacbes do segundo grau a uma incognita. Discussdo dos problemas e
1892 Terceiro Ano equacdes do segundo graus a uma incognita
Resolucdo, composicdo e discussdo da equagdo do segundo grau a uma
1893 Segundo Ano incognita
Resolucdo, composicdo e discussdo da equacdo do segundo grau com uma
1895 Segundo Ano variavel
1897 Segundo Ano | Discussdo das equagdes do segundo grau a uma incognita. Equacg@es redutiveis
a0 segundo grau.
1897 Quarto Ano Raizés Imaginarias
1898 Terceiro Ano Discussdo das equagdes do segundo grau a uma incgnita. Equagdes redutiveis
a0 segundo grau.Equacdes irracionais
Resolugdo, composicdo e discussdo e equacdo do segundo grau a uma
incégnita. Problemas. ExpressGes imaginarias. Equacfes redutiveis ao
1899 Terceiro Ano segundo grau.
1912 Terceira Série Equaces do 2° grau isoladas e simultaneas. Problemas do 2° grau
1915 Terceiro Ano Equacdes do segundo grau a uma incodgnita
EquacBes do segundo grau, Dos ndmeros imaginarios. As operacles e
1919 Segundo Ano interpretacdo geométrica
As equagdes do segundo grau. Resolugdo. Discussdo. Raizes Imagindrias.
1923 Terceiro Ano Equacdes Biquadradas
1926 Terceiro Ano Equacdes do segundo grau, raizes imagindrias

13 Utilizamos a ortografia original dos programas de ensino.
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1928 Terceiro Ano EquacGes do segundo grau, Imaginarios do segundo grau
NUmeros imaginarios, defini¢do, soma, subtracao, multiplicacdo, divisdo de
imaginarios. Imaginarios conjugados. Propriedades. Equacgdes do segundo
1929 Terceiro Ano grau
1929 Sexto Ano Nimeros Imagindrios

Fonte: Elaboracgdo baseada em Beltrame (2000)

Mediante os dados expostos, verificamos que a temaética relacionada a numeros
complexos aparece inicialmente no programa do ano de 1856, embora ndo de forma explicita.
Pelos assuntos, poderia ou ndo ser abordada. Constatamos que, por meio dos contetdos
expostos, seu ensino esta ligado & area de Algebra.

Compreendemos que essas quantidades estavam diretamente ligadas a resolucdo de
equacdes polinomiais do segundo grau. Ao longo dos anos, é possivel identificar uma
modificacdo na abordagem. Nos anos de 1858, 1860, 1862, 1870, 1879, 1881, 1882, 1892,
1898, 1899, 1912, 1915, 1923, 1926, 1928, 1930 e 1931, por exemplo, seu ensino era dado no
terceiro ano do curso.

Ressaltamos que, apenas em 1929, o programa de ensino tratava das operacdes dos
nameros complexos, sua definicdo e o conjugado dessas quantidades, fato que ocorre apenas
nesse programa. Em todos os outros, sua aparicao estava diretamente relacionada a resolucédo
de equacdes polinomiais do segundo grau. Ao longo dos anos, constatou-se que ndo havia uma
terminologia especifica para esse tipo de ndmeros complexos; os termos utilizados para
mencionar tal tematica foram: valores imaginarios, nimeros imaginarios e raizes imaginarias.
Nos programas, percebe-se que os temas explicitos a essa perspectiva oscilaram, aparecendo
ou nao.

Os livros analisados foram: Elementos de Algebra (Ottoni, 1879), Cours de
mathématiques: a I'usage des candidats & I'Ecole polytechnique, & I'Ecole normale supérieure,
a I'Ecole centrale des arts et manufactures (Comberousse, 1876), Lecons d'algébre: conformes
aux programmes officiels de I'enseignement des lycées (Briot, 1891).

Ottoni (1879) dividiu sua obra em seis capitulos. VVoltaremos nossa atencdo para o
capitulo II, intitulado “Problemas do Primeiro Grau” (Ottoni, 1879, p. 44), no qual sdo
abordadas as “soluc¢des negativas dos problemas; teoria das quantidades negativas” (Ottoni,
1879, p. 67). O autor afirma que, em Algebra, “muitas vezes se discorre e se combinam
expressdes que realmente ndo significam quantidade alguma; simbolos representando

operagdes inexequiveis” (p. 74).
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Posteriormente, Ottoni (1879) apresenta expressdes do tipo v—3,v/—a intituladas
expressdes imaginarias. Segundo o autor, essas expressfes nao representam quantidade alguma,
porém “estas formulas, incluindo simbolos de operagdes inexequiveis, sendo sujeitas aos
processos ordinarios, algumas vezes se modificam e conduzem a resultados verdadeiros, que
por outros meios podem verificar-se” (Ottoni, 1879, p. 75).

Comberousse (1876) destaca que “A raiz quadrada de uma quantidade positiva tem sinal
duplo. Temos V4 = +2 porque +2 ou —2 ao quadrado reproduz 4” (p. 468, tradugio nossa).

Entretanto,

A raiz quadrada de uma quantidade negativa ndo é capaz de qualquer expressao
positiva ou negativa: € uma quantidade imaginaria. v—4 é uma quantidade imaginéria.
Podemos escrever.v4 x —1 Se concordarmos entdo em aplicar as expressoes desta
forma as mesmas regras de célculo que aos radicais quadrados que cobrem
quantidades positivas, podemos extrair separadamente a raiz de cada factor e colocar

V4 x —1 = /4 x /=1 = +2v/—I(Camberouse, 1876, p. 468, tradugio nossa)

O autor afirma que “podemos assim sempre reduzir o sinal de imaginaria ao simbolo

v—1. Este simbolo é geralmente representado pela letra i. No6s fizemos vV—4 = +2i ”

(Camberouse, p.468, traducdo nossa). Destacamos que um fato importante é a adocdo da

unidade imaginaria no livro do Comberousse. Assim, considerava-se v—1 = i.
Por fim, Briot (1891), no terceiro capitulo do seu manual intitulado Résolution des
équations du second degré (p. 167), afirma que a equacdo x2+px+q=0 pode ser escrita na forma

2 2 2
(x + g) = p: — g, cuja a quantidade % — q pode ser positiva, negativa ou nula. E quando essa

quantidade for nula, a equacdo terd raizes imaginarias.

Briot (1891) diz que, dada a equacdo x2=A, sendo A um valor positivo, ela possuira duas

raizes, assim: x = ++/A. Porém, quando essa quantidade A expressa um nlimero negativo:

[...] como ndo existe nenhum nlmero, positivo ou negativo, cujo quadrado seja igual
a A, é impossivel satisfazer a equacdo. No entanto, a formula fornece valores
imaginarios que satisfazem a equacdo, se concordarmos em olhar para o simbolo

v/A como tendo sempre seu quadrado igual a A, independentemente do valor de A,
positivo ou negativo. Entdo dizemos que a equagio x> = —/admite as duas solucdes

imaginariasx = +v—1 (Briot, 1891, p. 174, tradugéo nossa)

Em seguida, o autor afirma que a raiz v—1 é representada pelo simbolo i, assim temos
x = +v/—1 = +i. Como exemplo, é representada a equacdo x? = —9, que admite duas raizes
imaginérias: x = ++/—9. Pensando na quantidade v—9 = /9 x (—1), temos V9 x vV—1.

Como a raiz v/—1 é representada por i e v/9 = 3, logo as raizes da equacio dada sdo x = +3i.
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Desse modo, por meio dos manuais didaticos expostos, observa-se que a tematica de
nameros complexos foi apresentada de modo assiduo, conforme exposto pelo matematico
alemao Carl Friedrich Gauss. Os autores expuseram os conteidos de modo similar em suas
obras. Nota-se que o0 aparecimento dessas quantidades ocorria concomitantemente com a
temética de equacdes polinomiais de grau maior ou igual a dois e radicais com indice par e
radicando menor que zero.

Identificou-se que a obra Elementos de Algebra (1879) de Cristiano Benedito Ottoni foi

a Unica a ndo utilizar a unidade imaginaria defendida por Gauss, sendo i = v/—1. Nela, Ottoni
apenas utiliza a nomenclatura "simbolos imaginarios", entre outras, mas nao faz mencéo a essa
unidade. Um fato importante a ser destacado é que nenhuma das obras analisadas expde tais
quantidades fazendo mencao a sua abordagem geométrica.

Por meio dos manuais didaticos analisados, identificamos que 0s nimeros complexos
tiveram exposigdes distintas e que essas abordagens estavam presentes nos programas de ensino
do Colégio Pedro I1. O tratamento dado a essas quantidades estava ligado a maneira como foram
definidas e apresentadas pelos estudos do matematico alemdo Carl Friedrich Gauss. Esse
tratamento estava relacionado as raizes de equag@es polinomiais de grau maior ou igual a dois
e as raizes com indice par e radicando negativo. Nessa perspectiva, essas quantidades estavam
associadas a contetidos relacionados a Algebra.

Constatou-se, por meio da andlise dos programas de ensino e dos livros didaticos, que
0s numeros complexos na perspectiva de Gauss foram abordados de forma mais sucinta, e sua
aparicdo nos livros didaticos estava condicionada a temética de equacfes. Notamos que essa
perspectiva ainda ndo estava totalmente formalizada no meio escolar. A tematica ficou restrita
aos itens iniciais relacionados as raizes negativas que apareciam em equacOes. Para
identificarmos tal perspectiva, foi necessario utilizar tanto os programas quanto os livros
responsaveis pela exposicéo. Tal mecanismo, evidenciado por Chervel (1990) para analisarmos
as disciplinas e os contetdos escolares, & importante para compreendermos com clareza as
transformacdes pelas quais uma disciplina passa ao longo dos anos.

CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa teve como objetivo geral analisar a presenca dos nUmeros
complexos nos programas do Colégio Pedro |1, durante o periodo de 1837 a 1929. Para isso,
utilizamos como fonte os programas de ensino da referida institui¢do. Esses documentos foram
mobilizados por meio da dissertacdo de Beltrame (2000). Observou-se, por meio da analise dos

programas, que 0s nimeros complexos tratavam de dois assuntos completamente diferentes. A
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primeira aparicdo estava nos conteudos referentes ao ensino de Aritmética, e a segunda, nos
contetidos relacionados a Algebra, fato que ja havia sido constatado por Ferreira (2018).

A primeira tematica surgiu dos estudos do matematico Bézout, enquanto a outra estava
associada ao trabalho realizado pelo matematico Gauss. Dessa forma, constatamos que o
Colégio Pedro Il incluia essas duas tematicas em seus programas. A perspectiva de Bézout era
mais explorada em termos de explicacdo e aprofundamento. Nos programas e livros didaticos,
o termo "nimeros complexos" era utilizado apenas nessa perspectiva. Em contraste, a tematica
ligada a Gauss ficava restrita exclusivamente a resolucdo de equacdes, sem explorar estudos
relacionados a um novo conjunto numérico que contivesse parte imaginaria e parte real.

Com o intuito de alcancar nosso objetivo, obtivemos seis obras por meio virtual e as
analisamos. Nos manuais, identificou-se que os trés primeiros abordavam 0s numeros
complexos na perspectiva de Bézout, em concomitancia com a tematica de pesos e medidas.
Verificou-se que todas as obras seguiam a mesma disposi¢do dos contetdos. Primeiramente,
abordava-se a definicdo de um nimero complexo e incomplexo; em seguida, ensinava-se como
transformar um ndmero complexo em incomplexo e vice-versa; e, finalmente, como proceder
a soma, subtracdo e multiplicacdo dessas quantidades. A exposi¢do do conteudo referente a
primeira perspectiva ocorria de maneira ampla, quando comparada aos nimeros complexos
relacionados aos estudos do matematico alemdo Carl Friedrich Gauss.

Em relacdo aos trés ultimos manuais, a abordagem dos ndmeros complexos ocorria
simultaneamente a tematica de raizes de equacGes polinomiais. A exposi¢do do contetdo era
dada de forma paralela a tematica de equacdes polinomiais do segundo grau e raizes de indice
par, cujo radicando é menor que zero. Constatou-se que a apresentacdo dessas quantidades
ocorria de forma breve e ndo incluia a representacdo geométrica delas. Outro ponto era a
utilizacdo das nomenclaturas "valores imaginarios" e "quantidades imaginarias" para se referir
aos numeros complexos. Vale destacar que ndo se dava um tratamento especial a esse tipo de
namero, como é feito hoje, no qual se estabelece um novo conjunto numérico. Nos livros, essa
tematica se restringia a resolucao de equacdes e nada mais.

Chervel (1990) destaca que, em cada época, o ensino oferecido pelos professores €, em
linhas gerais, semelhante para a mesma disciplina e nivel. Além disso, quase todos os manuais
do periodo apresentam informacdes similares, utilizando conceitos, terminologia, estrutura de
capitulos e tipos de exercicios muito proximos. Apesar de ndo termos tido acesso a todos 0s
manuais indicados nos programas (Beltrame, 2000), reconhecemos a importancia desses
documentos para entender as transformac6es do ensino de um contetdo ao longo dos anos em

uma instituicdo educacional.
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